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基于约束的局部-全局LWF链图结构学习算法
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摘　要：　LWF链图结构学习旨在发现链图中所有节点的父节点、子节点、邻居节点以及配偶节点 . 然而，目前最

新的LWF链图结构学习算法是基于Growing-Shrinking（GS）思想得到节点的局部结构（即节点的马尔科夫毯）来学习全

局网络结构，该类算法的条件独立测试是以整个马尔科夫毯为条件集的，为了保证条件独立测试的可靠性，算法要求

样本数量是马尔科夫毯大小的指数级，从而使得算法的数据效率较差 . 针对该问题，本文提出了一种基于约束的局部-

全局LWF链图结构学习算法 . 该算法通过迭代的学习邻接集和配偶集来降低对数据样本量的要求；与此同时，在学习

邻接集时采用后向策略保障了条件独立测试的正确性 . 算法的基本思想如下：首先学习网络中每个节点的马尔科夫

毯，将节点马尔科夫毯学习拆分为学习邻接集和学习配偶集；然后利用节点的马尔科夫毯信息恢复网络骨架，根据链

图复合体有向边的特点，利用条件独立测试确定网络复合体有向边，从而恢复链图结构 . 理论分析证明了该算法的正

确性，在仿真数据集和标准数据集上的实验测试验证了算法的有效性 .
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Local-Global LWF Chain Graph Structure Learning 
Algorithm Based on Constraints

CAO Fu-yuan1, YANG Shu-jing1, WANG Yun-xia1, YU Kui2

（1. School of Computer and Information Technology， Shanxi University， Taiyuan， Shanxi 030006， China; 
2. School of Computer Science and Information Engineering， Hefei University of Technology， Hefei， Anhui 230601， China）

Abstract:　LWF chain graph structure learning aims to find the parents, children, neighbours and spouses of all nodes 
in the chain graph.  Currently, the state-of-the-art LWF chain graph structure learning algorithms obtain the local structure 
of nodes to learn the global network structure based on Growing-Shrinking (GS) idea.  The conditional independence test of 
these algorithms takes the whole Markov blanket (MB) as the condition set.  In order to ensure the reliability of conditional 
independence test, the number of samples is required to be exponential level of the size of Markov blanket, which makes the 
data efficiency of the algorithm poor.  To alleviate this problem, we propose a Local-Global LWF chain graph structure 
learning algorithm based on constraints, which reduces the requirement of sample size of data by iterative learning adjacen⁃
cies and spouses; while learning adjacencies, it further improves the accuracy of the conditional independence test by back⁃
ward strategy.  The basic idea of the algorithm as follows: firstly, the Markov blanket of each node in the network is 
learned, and the Markov blanket learning of node is divided into learning the adjacencies and the spouses; secondly, we use 
the Markov blanket information of nodes to recover the network skeleton and take advantage of conditional independent test 
to discover its complexes, which restores the chain graph structure, according to the characteristics of directed edges of 
chain graph complexes.  Theoretical analysis demonstrates the correctness of the algorithm.  Moreover, experiments on the 
generated datasets and standard datasets show the effectiveness of the algorithm.
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1　引言

概率图模型［1，2］是表示概率条件独立信息的一种

方便而直观的形式，其中经典的两种模型是贝叶斯网

络（有向图）和马尔科夫网络（无向图）. 贝叶斯网络中

的边都是有向边，马尔科夫网络中的边都是无向边 . 但

是在现实生活的许多领域中，存在一些特定的条件独

立结构，无法仅用有向图或者无向图来构建 . 例如图 1
所示血脂紊乱与糖尿病这两种疾病之间的关联［3］，因为

它们在生理学有某种程度的相关，需要利用包含无向

边和有向边的混合图来模拟它们之间的关系 . 因此，链

图的引入是非常必要的 .

链图是贝叶斯网络和马尔科夫网络两种经典模型

的自然推广，既包含有向边又包含无向边 . 依赖于无向

边的解释，链图主要有三种不同的解释：第一种是 1989
年由 Lauritzen等人［4］和 Frydenberg［5］提出的 LWF解释；

第二种是 1996年由Andersson等人［6］提出的AMP解释；

第三种是 1993年由Cox等人［7，8］提出的MVR（MultiVari⁃
ate Regression）多元回归解释 . Sonntag等人［9］详细叙述

了三种解释之间的关系 . 本文主要研究 LWF解释下的

链图（LWF 链图）. LWF 链图是有向无环图与无向图的

结合，从因果关系的角度来看，LWF链图中的有向边表

示直接的因果效应，而 LWF链图中的无向边表示由于

干扰而产生的因果效应［10］.
LWF链图作为统计应用中的建模工具已经得到了

越来越多的关注，并被用于人体活动识别和图像分

离［11］. 但是，LWF链图在现实世界中的应用仍然非常有

限，一个重要的原因是缺乏现实可靠的 LWF链图结构

学习算法 .
目前，现有的 LWF 链图结构学习算法大多都是对

贝叶斯结构学习算法的推广 . Ma等人［12］提出的基于分

解技术的LWF链图结构学习（Learn Chain graph via De⁃
composition，LCD）算法，采用了分而治之的策略提高了

搜索效率，但是建立分离树的过程非常耗时耗力 . 王静

云等人［13］提出了基于 GS（Growing-Shrinking）思想的

GSCG（GS Chain Graph）算法，该算法通过学习节点的

局部结构恢复整个网络结构，但是GSCG算法存在条件

独立测试不可靠、数据效率低和学习节点局部边界时

引入错误节点等不足 . Javidian 等人［14］提出了 MbLWF
算法（基于GS思想），但是该算法要求样本数量是节点

马尔科夫毯大小的指数级，来保证条件独立测试的可

靠性，从而导致算法的数据效率较低 .
为了提高条件独立测试的可靠性、提高算法的数

据效率及减少在学习节点马尔科夫毯时添加过多的错

误节点，在概率分布满足忠实性假设条件下，本文提出

了一种基于约束的局部 -全局 LWF 链图结构学习

（Local-Global LWF Chain Graph structure learning algo⁃
rithm based on constraints，LGCG）算法，该算法将网络结

构恢复问题转化为局部学习马尔科夫毯问题，利用节

点的马尔科夫毯信息恢复整个网络结构 . 本文主要贡

献如下：

（1）将马尔科夫毯的学习拆分为学习邻接集和配

偶集，不仅可以减少在学习马尔科夫毯时因错误节点

的加入导致的级联错误，还可以避免以马尔科夫毯为

条件集出现在条件独立测试中，从而提高算法条件独

立测试的可靠性和算法的数据效率 .
（2）在学习邻接集时采用后向策略，使得条件独立

测试给定的条件集总是能够基于最小的分离集，从而

保障了条件独立测试的正确性 .
（3）恢复链图结构时，将骨架恢复与有向边的恢复

同时进行，提高了算法的效率 .
2　相关工作

LWF 链图结构学习方法大致分为两类［15］：基于约

束的方法和基于随机搜索机制的评分搜索方法 . 由于

目前很难找到有效的评分函数，链图结构学习主要是

基于约束的方法 . 基于约束的 LWF链图结构学习算法

是对两个节点进行依赖性或独立性测试，以决定是否

在两个节点之间添加边，如果两个节点之间存在边，则

需要利用条件独立测试确定边的方向 . 下面具体介绍

目前基于约束的主要方法 .
Verma 等人［16］提出了 PC Like 算法，该算法是一个

因果模型的典型表示，并且该算法定义了一个判断等

价类的有效图形标准 . Studeny［17］基于PC Like算法学习

LWF 链图，提出了 LCG 算法 . Peña［18］和 Sonntag等人［19］

分别将PC Like算法用于学习另外两种解释的链图 . Ma
等人［12］提出的基于分解技术的结构学习算法（LCD 算

法），是对 Xie等人［20］提出的学习贝叶斯网络分解算法

的推广，该算法采用了分而治之的策略提高了搜索效

率 . Peña等人［21］在扩展Meek规则的基础上提出了学习

包含最优链图结构的CKES算法，该算法基于学习贝叶

斯网络结构的 KES［22］算法思想，放松了对概率分布忠

实性的假设，由于链图等价类空间不可枚举，因此该算

法适用于低维数据问题 . 王静云等人［13］提出了基于GS

图1　血脂紊乱与糖尿病的关联图
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思想的 LWF 链图等价类结构学习算法 GSCG 算法，该

算法是通过学习节点的局部结构恢复整个网络结构 .
Peòa 等人［23］提出了 PCMB 算法，该算法是在无须学习

贝叶斯网络的条件下，从数据中学习马尔科夫边界的

算法，Wang等人［24］受 PCMB 算法的启发提出了有错误

发现率控制的局部链图结构学习算法 . Javidian等人［14］

扩展了马尔科夫毯的概念，提出了 MbLWF 算法（基于

GS思想）来发现LWF链图中的马尔科夫毯 .
上述研究工作中算法要求样本数量是节点马尔科

夫毯大小的指数级，来保证条件独立测试的可靠性，从

而导致算法的数据效率较低 . 为此，本文采用了拆分策

略，该策略的优势是避免以马尔科夫毯为条件集出现

在条件独立测试里，从而提高条件独立测试的可靠性，

提升算法的数据效率；此外，本文结合了后向策略的优

势，使得条件独立测试的结果更准确 .
3　基本定义和性质

在这一节中，主要介绍相关的定义和性质 . 表 1列

出了本文中使用的符号 .

定 义 1［17］ 链 图 是 一 个 二 元 组 (GP)，其 中

G = (VE)，V是有限节点集合，E是由V中成对节点组成

的集合称为边集，P是定义在有限集合V上的联合概率

分布 .
链图中，对于任意互异节点XYÎ V，如果 (XY )Î E

且 (YX )Î E，则称节点之间的边为无向边，表示为X - Y

或者 Y - X；如果 (XY )Î E且 (YX )Ï E，则称节点之间的

边为有向边，表示为X® Y. 本文将V中任意一个节点X

的父集、子集、邻居集和邻接集定义如下：

Pa(X )={YÎ V|Y® X }
ch(X )={YÎ V|X® Y}
Ne(X )={YÎ E|X - Y}

Adj(X )= Pa(X )Ch(X )Ne(X )

.

图 G 中有一条从 X 到 Y长度为 n(≥ 2)的路径，该路

径是由互异节点序列{X º X0 X1 Xn º Y}Í V构成的，

并 且 满 足 (Xi - 1 Xi )Î E，"i = 12n，其 中 称 路 径

X0 X1 Xn (n ≥ 0) 为 下 降 路 径 ；如 果 对 所 有

i = 12n，有 Xi - 1 ® Xi 或者 Xi - 1 - Xi 在该路径中，称

Xn 为 X0 的后代节点，称相应的 X0 为 Xn 的祖先节点 . V

的一个子集 Z 的祖先节点是 Z 中所有节点的祖先节点

集合，表示为An(Z).
定义 2［17］ 图 G 中称互异节点 X1 X2  × × ×Xn (n ≥ 3)

产生的子图为复合体，若满足 X1 ® X2 - X3 - - Xn - 2 -
Xn - 1 ¬ Xn，其中节点X1和Xn称为复合体的父节点 .

如果两个互异节点X和Y为相同复合体的父节点，

则称X（或Y）是Y（或X）的配偶节点，记X的所有配偶节

点为集合SP(X ).
链图G的骨架图［12］G* = (VE* )是一个无向图，其中

E* 是去掉 G 中所有的有向边的方向后得到的边集；由

G 所决定的道德图［12］Gm = (VEm )为无向图，其中 Em 是

E* 与 G 中连接每个复合体父节点的无向边的并集；链

图G的模式图［12］G** = (VE** )，其中E** 是将G中不在G

的任何复合体中的有向边变成无向边而得到的图 .
如果 WRS为 V中的 3个不相交的子集，W 和 R为

非空集合，W和R在给定条件 S时关于概率分布P是相

互独立的（W和R被S集合 c-分离［25］，称 S为分离集），表

示为W^ R|S[P].
定义 3［25］ 给定链图 (GP)，概率分布 P 忠实于图

G = (VE)，当且仅当X^ Y|S[G]Û X^ Y|S[P].
定义 3表明，X和Y在给定条件 S时关于概率分布P

是相互独立的，等价于 X和 Y在给定条件 S时关于图 G

是相互独立的 .
定义 4［14］ 在忠实性条件下，给定链图 (GP)，节点

X的马尔科夫毯Mb(X )是X的父集、X的子集、X的邻居

集 和 X 的 配 偶 集 组 成 的 集 合 ，即 Mb(X )=

Pa(X )Ch(X )Ne(X ) SP(X ).
定义 5［17］ 如果两个链图包含相同的条件独立信

息（相同的复合体和相同的骨架图，即有相同的模式

图），则称它们是属于同一个马尔科夫等价类 .
性质 1［17］ 给定链图 (GP)G = (VE)，概率分布 P

满足全局马尔科夫性，如果图 (GAn(W R S) )m 中 S分离 W

和 R，则 W^ R|S[P]. (GAn(W R S) )m 是 An(W R S) 在道

德图Gm中的导出子图 .
图 2为链图 a，其中 B -D 为链图中的一条无向边，

表1　符号

符号符号

GVEP

XYT

WRSZ

Pa(X )

Ch(X )

Ne(X )

Adj(X )

SP(X )

Mb(X )

Adjs

SepsetXY

Sepset

X^ Y|S

X ^Y|S

| × |

表示意义表示意义

链图,节点集,边集,联合概率分布

一个节点

V上的集合

节点X的父集

节点X的子集

节点X的邻居集

节点X的邻接集

节点X的配偶集

节点X的马尔科夫毯

用于存放V中所有节点的邻接集

存放X与Y的分离集

用于存放V中两两节点间的分离集

给定条件集S, X与Y条件独立

给定条件集S, X与Y条件依赖

集合的大小
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D® F 为链图中的一条有向边，从图 2 可知，节点 F 的

父集、子集、邻居集、邻接集、配偶集和马尔科夫毯分别

为 Pa(F)={D}， Ch(F)={K}， Ne(F)={E}， Adj(F)=

{DEK}，SP(F)={G}，Mb(F)={DEGK}；由马尔科夫

等价类的定义可知，链图 a和图 3所示的链图 b属于同

一马尔科夫等价类，因为它们具有相同的复合体和相

同的骨架图，其中图 4 为它们的骨架图，图 5 为它们的

道德图，并且两个链图的模式图均为链图b.

4　学习LWF链图结构的LGCG算法

在这一节中，本文首先分析现存的基于GS思想的

LWF 链图结构学习算法的不足之处，然后详细介绍本

文提出的 LGCG算法，最后用一个实例对 LGCG算法进

行解释 .
4. 1　基于GS思想的算法

目前最新的 GSCG 算法和 MbLWF 算法是基于 GS
思想的，它们均是利用马尔科夫毯发现算法学习节点

邻域信息，虽然它们均提高了算法的搜索效率，但是

GSCG算法和MbLWF算法存在一些不足之处：第一，算

法的条件独立测试是以整个马尔科夫毯为条件集的，

为了保证条件独立测试的可靠性，算法要求样本数量

是马尔科夫毯的指数级，从而使得算法的数据效率较

差，所以当样本量较少时，条件独立测试的可靠性较

低；第二，算法在学习马尔科夫毯信息的Growing阶段，

由于配偶节点较晚进入，可能导致引入错误节点，而一

旦有错误节点进入，将持续误导随后迭代里的判断，从

而导致更多的错误节点进入，产生级联错误 .
例如在图 6中，以D节点为例，从图中可以得知，D

节点的马尔科夫毯 Mb(D)={BCFG}. 在 Growing 阶

段，如果将 C 节点添加到 D 节点的 Mb(D) 中，集合

Mb(D)中至少包含F节点和E节点 . 而E节点是不属于

Mb(D)的，一旦节点 E 提早进入 Mb(D)中，将会持续误

导后面迭代里的判断，产生级联错误 .

为了解决以上算法的不足，本文提出了一种基于

约束的局部-全局 LWF链图结构学习算法，即 LGCG算

法，下面将详细介绍该算法 .
4. 2　LGCG算法

本文提出的 LGCG 算法将链图结构学习分为两个

阶段实现：第一阶段学习链图中节点的马尔科夫毯，

第二阶段利用节点的马尔科夫毯信息恢复整个链图

结构 .
4. 2. 1　学习节点的马尔科夫毯

本文将学习节点的马尔科夫毯拆分为两步：一是

学习节点的邻接集，提出了 RecongnizeAdj 算法（如算

法 1所示）；二是学习节点的配偶集并保存到节点的马

尔科夫毯中，提出了 findMb算法（如算法 2所示）. 这个

拆分学习策略可减少学习马尔科夫毯时因错误节点的

加入而导致的级联错误，也可避免以马尔科夫毯为条

件集出现在条件独立测试里，这样不仅有助于提高条

件独立测试的可靠性，而且有助于提高算法的数据效

率，继而让条件独立测试的结果所做的决策（比基于GS
思想的算法）更准确 .

RecongnizeAdj 算法用于学习所有节点邻接集 . 该

算法采用后向策略，即假设除目标节点以外的所有节

点均是目标节点的候选邻接集，通过条件独立测试删

除候选邻接集中的错误节点，得到最终的邻接集 . 后向

策略使得判断目标节点与错误节点的条件独立性时，

条件独立测试给定的条件集总是能够基于最小的分离

集，保障了条件独立测试的正确性 .
算法 1中，步骤 6~24学习目标节点 T的邻接节点，

首先初始化 Adj(T )=V\{T}cutSetSize = 0，如果给定条

图2　链图 a

图3　链图b

图4　骨架图

图5　道德图

图6　产生级联错误的例子
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件 S，SÍAdj(T )\{X }|S| = cutSetSize，节点X与T独立，则

将节点 X 加入一个非邻接集合 NonAdj 中，等待 adjt 中

节点全部遍历完毕，从 adjt中删除NonAdj中的节点；然

后 cutSetSize 加 1，重 复 以 上 步 骤 ，直 到 | adjt | ≥
cutSetSize 终止循环，最终输出目标节点 T 的邻接集

adjt，并将 adjt存放在Adjs中 .
findMb算法利用节点的邻接集用于学习节点的马

尔科夫毯 . 该算法首先对节点的邻接集进行修剪，删除

错误节点，目的是避免后面迭代里产生的级联错误；算

法在学习目标节点的配偶集时，其条件集不是马尔科

夫毯，而是上一阶段得到的分离集，这样可以提高算法

的数据效率，保证算法的效率不依赖于样本的大小 .
算法 2 中，步骤 2~7 对节点的邻接集进行修剪，如

果两个节点邻接，则两个节点分别存在于彼此的邻接

集中；如果 XÎAdjs(T )，但是 TÏAdjs(X )，从 Adjs(T )删

除X，得到精度高的邻接集；然后在步骤 9~18通过遍历

节点 XÎAdjs(T )和节点 YÎ V\{Adjs(T ){T}}，如果满足

T与 Y在SepsetTY下条件独立，在SepsetTY与X的并集下

条件依赖，则 Y为X的一个配偶 . 根据全局马尔科夫性

质，这两个条件共同保证了YÎ SP(T )；最后在步骤19~33
修剪T的马尔科夫毯，以得到精确的马尔科夫毯 .

给出如下定理 1~3，其中定理 3 给出了算法 1 和算

法2的正确性证明 .
定理 1［17］ 如果概率分布 P 忠实于 G，则 G 中的

每 一 对 节 点 X 和 Y 是 邻 接 的 ，当 且 仅 当

"ZÍ VX ^Y|Z[P].

算法1 RecognizeAdj 学习所有节点的邻接集

输入: D:Dataε:Threshold.
输出: Adjs:Adjacency set of all nodes

   Sepset:Separation set of all nodes.

1. NonAdj =Æ ;

2. Adjs =Æ ;

3. FOR (TÎ V )DO
4.  adjt =V\{T};

5.  cutSetSize = 0;

6.  WHILE(| adjt | > cutSetSize)DO
7.   FOR (XÎ adjt)DO
8.    FOR(SÎ adjt\{X }| S | = cutSetSize)DO
9.      IF(pvalue(TX|S)≤ ε)THEN
10.     NonAdj =NonAdj{X };

11.     SepsetTX = S;
12.     END IF
13.    END FOR
14.   END FOR
15.   IF(| NonAdj | > 0)THEN
16.   adjt = adjt\NonAdj;

17.   cutSetSize = cutSetSize + 1;

18.   NonAdj =Æ ;

19.   ELSE
20.   cutSetSize = cutSetSize + 1;

21.   END IF
22.  Adjs(T)= adjt ;

23.  END WHILE
25. END FOR
26. RETURNAdjsSepset;

算法2 findMb 学习节点的马尔科夫毯

输入: D:DataT:TargetAdjsSepsetε:Threshold.
输出: Mb(T): Mb of T.
1. cmb =Adjs(T);

2.  FOR(XÎAdjs(T))DO
3.   IF(TÏAdjs(X ))THEN
4.   cmb = cmb\{X };

5.   SepsetTX = SepsetXT ;

6.   END IF
7.  END FOR
8. Adjs(T)= cmb;

9.  FOR(XÎAdjs(T))DO
10.  candids =V\cmb\{T};

11.  FOR(YÎ candids)DO
12.   pval1 = pvalue(TY|SepsetTY );

13.   pval2 = pvalue(TY|SepsetTY {X });

14.   IF(pval1 < ε&pval2 > ε)THEN
15.     cmb = cmb{Y};

16.   END IF
17.  END FOR
18. END FOR
19. continue =TRUE;

20. IF(| cmb | == 0)THEN
21.  continue = FALSE;

22. END IF
23. WHILE(continue)DO
24.  pX = pvalue(TX|cmb\{X }XÎ cmb );

25.  p.val. max =maxXÎ cmb PX ;

26.  candidates ={XÎ cmb|PX = p.val. max};

27.  IF(p.val. max < ε) THEN
28.   cmb = cmb\(candidas[1]);
29.  ELSE
30.   continue = FALSE;

31.  END IF
32. END WHILE
33. Mb(T)= cmb;

34. RETURN Mb(T);
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定理 2［14］ 如果概率分布 P忠实于 G，则 G中的任

意节点X满足：X^ V\{XMb(X )}|Mb(X ).
定 理 3 链 图 (GP)，概 率 分 布 P 忠 实 于 图

G = (VE)，假定独立性测试是正确的，且数据集是独立

抽样的样本集，则算法 1 和算法 2 能够得到节点 XÎ V

的马尔科夫毯 .
证明 （1）在假定条件独立测试正确的前提下，如

果在图G中X是 T的邻接节点，由定理 1可知不存在一

个分离集，使得节点 X 与 T 条件独立，因此节点 X 不会

被删除；X不是T的邻接节点，由定理 1可知存在一个分

离集使得X与T条件独立，因此节点X会被删除 .
（2）如果条件独立测试出现不可靠的情况，算法 2

中步骤 2~7对节点的邻接集进行修剪，使得邻接集更加

精确 . 如果 T 和 X 是邻接的，则一定有 XÎAdjs(T ) 且

TÎAdjs(X )，则此阶段显然是正确的，并且此阶段称为

对称约束 .
（3）在假定条件独立测试正确的前提下，如果 X是

T的配偶节点，由定理 3及 Mb(T )的定义可知，T与 Y在

分离集下条件独立，在分离集与X的并集下条件依赖，

因此节点Y被添加到Mb(T )中 .
综上所述，Mb(T )中包含了节点的马尔科夫毯，即

邻居节点、父节点、子节点及配偶节点 .
证毕

4. 2. 2　链图的结构化恢复

利用得到的节点的马尔科夫毯信息，恢复链图的

骨架，通过条件独立测试恢复复合体的有向边 . 由于同

一马尔科夫等价类中的任何两个链图结构都是不可区

分的，所以在结构化恢复阶段是恢复链图的模式图 .
算法 3根据链图中节点的邻接节点及配偶节点的

性质，从 Mb(T )中分离出 Adj(T )和 SP(T )，属于 Adj(T )集

合的节点，直接用无向边连接两个节点，属于 SP(T )集

合的节点，通过条件独立测试判断两个节点之间边的

方向，最终得到链图结构 . 与之前的算法相比，本文算

法的不同之处是每次往集合Adjs(T )或SP(T )添加节点，

就触发去判断两个节点之间是有向边还是无向边，这

个策略是将骨架恢复与复合体有向边恢复同时进行，

进一步减少了算法的运行时间 .
定理 4［13］ 链图 (GP)，概率分布 P 忠实于图 G =

(VE)，假定独立性测试是正确的，且数据集是独立抽样

的样本集，则算法3能够恢复链图骨架和所有复合体 .
4. 3　LGCG算法举例

在这一节，本文利用一个实例，来介绍 LGCG 算法

的执行 .
如图 7 所示，以链图 c 中的 D 节点为例，首先初始

化 Adj(D)={ABCEFGHIJK}（图 8），条件集大小

cutSetSize = 0，当邻接集的大小大于当前条件集的大

小时，开始进行迭代，在第一次迭代中，当前条件集

的大小 cutSetSize = 0，依次遍历 Adj(D) 中的节点，在

给定空集，判断节点 D 与 C 的条件独立性，两个节

点条件独立，将节点C从Adj(D)中删除，此时Adj(D)=

{ABEFGHIJK}（图 9）；然后条件集的大小加一

cutSetSize = 1，开始第二次迭代，继续判断节点 D 与

Adj(D)中每个节点的条件独立性，给定条件为 K，节点

D 分别与节点 JIH 独立，从 Adj(D)中删除它们，此时

Adj(D)={ABEFGK}（图 10）；条件集的大小继续加

一 cutSetSize = 2，开始第三次迭代，判断节点 D 与

Adj(D)中每个节点的条件独立性，给定条件为{KB}，

节点D与节点A条件独立，给定条件为{GF}，节点D与

节点 K 条件独立，从 Adj(D) 中删除节点 A 和 K，此

时 Adj(D)={BEFG}；条 件 集 的 大 小 加 1，此 时

cutSetSize = 4，现 在 节 点 D 的 邻 接 集 的 大 小

算法3 结构化恢复算法

输入: Mb: Mb of all nodes.
输出: global LWF Chain Graph structure.
1. Adjs =Æ ;

2. SP =Æ ;

3. FOR(XÎMb[T])DO
4.  IF(pvalue(TX|B))> ε$BÍMb[T])THEN
5.   Adjs(T)=Adjs(T){X };

6.   add edge T -X;
7.  ELSE
8.   SP(T)= SP(T){X };

9.   IF(pvalue(TX|B{Y})> ε)$YÎAdjs(T)"BÍAdjs(T)\{Y})

THEN
10.   orientT® Y ;

11.   END IF
12.  END IF

图7　链图 c

图8　初始化
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| Adj(D) | = 4，二者的大小相等，结束查找当前节点 D的

邻 接 集 ，最 终 输 出 节 点 D 的 邻 接 集 为 Adj(D)=
{BEFG}（图 11）. 同理得节点 E 的邻接集 Adj(E)=
{CFI}.

已知如果两个节点D和E是邻接的，那么一定存在

DÎAdj(E)EÎAdj(D). 由于 DÏAdj(E)EÎAdj(D)，所

以将节点 E 从 Adj(D) 中删除，得到 Adj(D)={BFG}

（图 12）. 根据得到的邻接集去学习节点D的配偶集，并

将 D 的配偶集添加到 Mb(D). 首先初始化 Mb(D)=
Adj(D)，节点 FÎAdj(D)，节点 CÎ V\{Adj(D){D}}，节点

D与节点C在二者的分离集下条件独立，在分离集与节

点 F的并集下条件依赖，则 C为节点 D的一个配偶，将

节点C添加到Mb(D)，最终结点D的Mb(D)={BCFG}

（图13）.

根据节点 D 的马尔科夫毯进行链图的结构化恢

复 . 将 Mb(D)拆分为 Adj(D)和 SP(D)，分别为 Adj(D)=
{BFG}和 SP(D)={C}，属于邻接集的节点直接用无向

边连接（图 14），属于配偶集的节点，在邻接集的参与

下，利用条件独立测试，判断出边的方向（图 15），由此

得到节点 D 的局部结构，遍历学习所有节点局部结

构，得到最终的全局链图结构 . 由于属于同一马尔科

夫等价类的两个链图无法区分，最终学到链图的模

式图 .

5　实验测试与分析

本节在仿真数据集和标准数据集上将本文提出的

LGCG 算法与 GSCG 算法和 MbLWF 算法从不同的评价

指标上进行了对比分析 .
本文使用了5类评价指标 .
（1）TPR：恢复结构骨架中正确确定边占所有边的

比例 .
（2）FPR：恢复结构骨架中错误确定边的个数与空

缺边个数的比值 .
（3）SHD：恢复结构与标准结构相比，需要操作的

次数，即

（a）添加或移除一条边；

（b）增加、去除或者反转一条边的方向 .
（4）ACC：恢复结构骨架中正确确定边占所有边和

空缺边总和的比例 .
（5）TIME：算法的运行时间 .
原则上，较大的TPR和ACC，以及较小的FPR，SHD

和TIME，表示性能良好 . 所有实验均通过R实现 .
5. 1　仿真数据集的实验测试与分析

本文采用的仿真数据集是依据文献［12］提供的

方法生成的，该方法首先生成节点个数为 P、平均邻

接节点个数为 N 的链图，然后依据生成的链图抽样

样本容量为 n 的满足高斯分布的独立同分布样本 .
其中实验参数 PÎ{1020406080100}，NÎ{23510}，

nÎ{1003001 0003 00010 00030 000}，样本容量 n 取

对数后为 log10nÎ{22.533.544.5}. 实验测试过程使

用显著性水平 ε ={0.010.05}.

图9　第一次迭代结果

图10　第二次迭代的结果

图11　第三次迭代的结果

图12　D的邻接集

图13　D的马尔科夫毯

图14　D的骨架恢复图

图15　D的结构恢复图
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在节点个数为100、平均相邻节点个数为10的不同

样本容量下，算法运行 30次的平均实验结果如图 16所

示 . 图 16从左到右依次为TPR，FPR，SHD，ACC，TIME，

实验对比图横坐标为样本容量，纵坐标为指标值，红

色、蓝色和黑色分别表示 LGCG 算法、MbLWF 算法和

GSCG算法，实线和虚线分别表示显著性水平 ε=0.01和

ε=0.05，其他实验结果见 https：//github.com/ysjzuibang/
LGCG.

从图 16中可以看出，TPR 指标值和 ACC 指标值随

着样本容量的增加不断增大且逐渐趋近于 1，FPR指标

值和 SHD指标值随着样本容量的增加而降低（较缓慢）

且逐渐趋近于 0，TIME 指标值会随着样本容量的增加

不断增大 .

实验结果表明：（1）在大多数情况下，LGCG算法的

TPR 指标值略优于 GSCG 算法和 MbLWF 算法，并且

LGCG算法比其他两个算法的FPR指标值低，不同的显

著性水平对 LGCG 算法 FPR 指标值的影响较小；（2）在

SHD 指标上，LGCG 算法得到了一定的提升，当样本容

量增加时，LGCG算法的 SHD指标值呈较明显的递减趋

势，且较优于其他两个算法；（3）当 N=2 时，LGCG 算法

的 ACC 指标值优于 GSCG 算法，当 N=3，5，10 时，LGCG
算法的 ACC 指标值优于 GSCG 算法和 MbLWF 算法，并

且在 ACC 指标上 LGCG 算法受显著性水平的影响较

小；（4）在大多数情况下，LGCG 算法的 TIME 指标值提

升较明显 . 综上所述，实验结果表明 LGCG算法表现出

较好的性能 .

5. 2　标准数据集的实验测试与分析

本文测试了来源于现实生活中的两个标准数

据 集 Alarm 和 Mildew（https：//pages.mtu.edu/~lebrown/
supplements/mmhc_paper/mmhc_index.html）. 其中Alarm
网是一个用于监测病人的报警信息网络，它总共包含 37
个节点、46条边和 509个参数，该网络的平均马尔科夫

毯的大小是 3.51；Mildew 网是一个冬小麦的真菌疾病

粉状霉菌影响网络，它总共包含 35 个节点、46 条边和

540150 个参数，该网络的平均马尔科夫毯的大小是

4.57. 本文在两个标准数据集上对LGCG算法、GSCG算

法和MbLWF算法进行实验测试（ε = { }0.010.05 ）. 算法

运行 30 次的平均实验结果如表 2 和表 3 所示 . 实验结

果表明：LGCG 算法在 ACC 指标上得到一定提升，并且

随着样本容量的增加，ACC指标值呈递增趋势，且较优

于其他两个算法；在两个标准数据集上，不同的样本容

量不同的显著性水平上，LGCG 算法的 TIME 指标值均

低于其他两个算法 . 综上所述，实验结果表明 LGCG算

法表现出较好的性能 .
5. 3　显著性测试比较算法之间的差异

为 了 进 一 步 比 较 LGCG 算 法 与 GSCG 算 法 和

MbLWF算法的效率，在零假设（即算法间性能相同）且

5%的显著性水平上，本文进行Friedman检验，在仿真数

据集和标准数据集下该检验结果为零假设均被拒绝，说

明算法间有显著性差异 . 在仿真数据集上该检验计算得

到的 LGCG算法、GSCG算法和MbLWF算法的平均序值

分别为3，1.75，1.25，在标准数据集上得到的LGCG算法、

(a) TPR

(d) ACC

(b) FPR

(e) TIME

(c) SHD

图16　P=100,N=10的TPR,FPR,SHD,ACC,TIME曲线
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GSCG算法和MbLWF算法的平均序值分别为 3，1，2，其
中平均序值越高，算法效率越高 . 显然不论在仿真数据

集还是在标准数据集上，LGCG算法的效率都是较高的 .
为了进一步区分算法间的性能差异，本文继续进

行了 Nemenyi后续检验（若两个算法的平均序值之差超

出了临界值域CD，则表示两个算法性能不相同，且平均

序值越大算法效率越高），在仿真数据集和标准数据集

上得到的临界值域 CD均为 1.655，结果表明，在仿真数

据集上LGCG算法比MbLWF算法的显著性差异更明显，

如图17和图18所示（显著性测试代码参照文献［26］）.

6　结论

LWF链图模型作为一种工具，日益得到重视，从数

据中学习链图结构并进行推理和计算已成为该研究领

域的重点和难点问题 . 本文以基于约束的方法为基础，

提出了学习 LWF 链图结构的 LGCG 算法，并从理论上

证明了算法的有效性，为链图结构学习提供了新的方

案 . 本文提出的算法的优势在于算法在学习马尔科夫

毯时采用了拆分策略，将马尔科夫毯拆分为学习邻接

集和学习配偶集，这个拆分策略可以减少学习马尔科

夫毯时因错误节点的加入而导致的级联错误，也可以

避免以马尔科夫毯为条件集出现在条件独立测试里，

这样不仅有助于提高条件独立测试的可靠性，也有助

于提高算法的数据效率；在查找节点的邻接集时采用

的是后向策略，使得条件独立测试给定的条件集总是

能够基于最小的分离集，进一步保障了条件独立测试

的正确性 . 但是当网络中节点的邻接节点较多时，高阶

条件独立测试计算复杂，故模型学习时间复杂度会很

大 . 因此，下一步的重点工作是针对大规模复杂网络结

构的学习问题，提出相应的改进策略 .
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